Wir betrachten die Funktionsterme

f,(x) =g (x> —3ax? + 3aZx — 12x); aelR
Fiir jeden Wert von a erhalten wir im allgemeinen eine andere Funk-
tion: a heilt Parameter der Kurvenschar.
Wir kdnnten fiir verschiedene Werte von a die einzelnen Funktionen
diskutieren, versuchen aber, die gesamte Schar auf einmal zu be-

sprechen, indem wir das a nicht mit einer Zahl »festnageln«.
Wir gehen fiir unsere Diskussion nach unserem alten Schema vor,

1 Maximale Definitionsmenge ist fiir alle Kurven der Schar Dy =R
2 Symmetrie
f,(=x)=%(—x* —3ax? —3a?x 4+ 12x) =
= —4(x¥+ 3ax? + 3a?x — 12x)

Dieser Term stimmt nur fiir a = 0 mit —f,(x) iiberein.
Nur G ist symmetrisch zum Ursprung.

3 Nulistellen
f,(x) = §x(x* — 3ax + 3a* — 12)

Jedes f, hat bei x, = 0 eine (mindestens) einfache Nullstelle.
Weitere Nullstellen sind die Losungen der Gleichung

x? —3ax +3a?—12=0.

Reelle Losungen ergeben sich nur dann, wenn die Diskriminante
D =0 ist

D =9a%—4(3a’> - 12)=3(16 —a?



Bild 111 zeigt D als Funktion von a. S
Fiir |a| >4 gibt es auBer x, =0 (einfache Nullstelle) keine weite- Diskriminante

ren Nullstellen. D =3016-a?)
Fiir |a| =4 gibt es neben x; =0 noch je eine doppelte Nullstelle

bei X, = 3 a, also fiir a =4 ist x, =6 und fir a = —4

ist x, = —6.

Fiir |a| <4 gibt es auBer x; = 0 zwei weitere Nullstellen

sie sind einfach, wenn nicht ausgerechnet eine davon
mit x; zusammenfillt. Uberpriifen wir’s:

3a+]/D=0, also D=9a’
48 —3a? =9a?, also 48 = 12a?, also |a|=2.

f, und f_, haben bei 0 eine doppelte Nullstelle; ihre
Graphen beriihren dort die x-Achse ohne Vorzeichen-
wechsel (Extrempunkt).

Bild 111

Waagrechte Tangenten
[(x)=3(x*—2ax+a’—4)

Waagrechte Tangenten sind da, wo f;(x) =0 ist.
x2—2ax+a’—4=0, D=16

Weil D unabhiingig von a immer positiv ist, hat jede Scharkurve
zwei Punkte mit waagrechten Tangenten

2a+4
2

Xa5= =a+2; yss=3a@t2)@®F2a-8).

Jetzt bestitigt sich, daB fiir |a| =2 die x-Achse Tangente ist.

Monotonie

Die beiden Nullstellen x, und x4 von f] sind einfach, f; wechselt
dort das Vorzeichen, Gfa hat dort Extrempunkte; ihre Art erken-
nen wir in der Tabelle des Monotonieverhaltens.

X< |Xs=a-—2| <x< | x=a+4+2| <x
sgnfl (x) +1 0 -1 0 +1
Gy,  steigt waagr. fallt waagr. steigt
/ ' HOP \ TP
Flachpunkte

00 =2(c—a)

Flachpunkte sind da, wo f (x) =0 ist, also bei xs =a,
Yo = §a(a® —12).



7 Kriimmungsverhalten

Die Nullstelle x4 von I ist einfach, f!’ wechselt dort das Vorzeichen.
G; hat dort einen Wendepunkt; seine Art erkennen wir in der
Tabelle des Kriimmungsverhaltens.

X< Xe =4 <X
sgnf’’(x) -1 0 +1
Kriimmung | rechts links

| WEP

Die iibliche Kurvendiskussion ist damit abgeschlossen. Um einen
noch besseren Uberblick i{iber die Kurvenschar zu erhalten, unter-
suchen wir zusitzlich, wie sich Punkte mit einer bestimmten Eigen-
schaft bewegen, wenn wir den Parameter a veriindern.

Was machen z.B. Hochpunkte oder Tiefpunkte bei Veriinderung
von a?

Fiir die Hochpunkte gilt: x =a — 2(=X;), die zugehérigen Ordi-
naten sind y = f,(x). Der Parameter a vermittelt einen Zusammen-
hang zwischen dem x- und y-Wert eines Hochpunkts. Beseitigen
(eliminieren) wir nun den Vermittler a, dann bleibt eine Gleichung
fiir die Koordinaten der Hochpunkte iibrig.

Aus x = a— 2 folgt a = x + 2, eingesetzt in die Funktionsgleichung
liefert

y=Ff2(X)=§x(x* +3(x + 2)x + 3(x + 2)* — 12) = § x*(x + 6)
Jeder Hochpunkt liegt auf der Kurve mit der Gleichung

y=1x*(x + 6).

Umgekehrt finden wir zu jedem Punkt P (x|§ x*(x + 6)) einen Wert
fiir a, namlich x + 2, so daBl P Hochpunkt von Gy, ist.

Eine solche Kurve heil3t Ortslinie der Hochpunkte.

Fiir die Ortslinie der Tiefpunkte ergibt sich entsprechend

y=gx*(x —6).

Fiir die Ortslinie der Wendepunkte ergibt sich y = 1 x(x2 — 12).

Im Bild 112 sind die Ergebnisse grafisch zusammengefaBt.

Zu guter Letzt ein Rezept:

Wir bestimmen z. B. ein Kurve, auf der die Punkte waagrechter Tan-
genten liegen:

e Man lost die Gleichung f,(x) = 0 nach a auf und erhiilt a = v(x).
e Man ersetzt a in y = f_(x) durch v(x). Das Ergebnis ist die Glei-
chung der gesuchten Kurve.

Will man eine Kurve, auf der Punkte mit einer anderen Eigenschaft
liegen, so muB man dasselbe Verfahren mit einer anderen Bedingungs-
gleichung entsprechend durchfiihren.
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