Losungen zum Aufgabenblatt: Basis eines Vektorraums

17. a) Sind a,, a, und a, linear unabhangig? Untersuchung mit Hilfe der Nullsumme:
AMI@]2]0)+A51(-1]3]2)+A31(1]-13]|-3)=(0]0]0) -

A=A, FA;=0(1 1+ A =203 =0y A 203 =0
2N +3A, —13A3 =01 1-3 M | 2A; —-4A3 =0|II' = [A; —-2A; =0
)\2_3)\3:()'” )\2_3)\3:0 )\2_3)\320

Da I und II' gleich sind, gibt es keine eindeutige sondern viele Losungen, z.B.:

A1 =2; A, =3; A3 = 1ist eine nicht-triviale Losung. L a,, a, und a, sind linear abhan-
gig und bilden keine Basis. (Die zweite Eigenschaft der Basis muss also fur diese
Frage nicht mehr untersucht werden.)

b) Ansatz: (@|b|c) = AL 1(1]2]0)+ A, 1(=1]3|1)+Agl(1|-13]|-3) -

as Ay —Ay  FA 1+ a+c= A —2A; |1 2= 2a+2c-b+3c=0 |

b=2A;+3\, —13A; |l I -3 M= |b-3c=2A; —4Ag|lI | b=3c=2\ -4A,

c= )\2 _3)\3 1l c= )\2 _3)\3 c= )\2 _3)\3
I“ gibt die gesuchte Bedingung. Es lassen sich alle die Vektoren darstellen, fur die
gilt: 2a—-b+c=0.

18. a) Da U durch zwei Vektoren aufgespannt wird, kann dim U héchstens 2, also 1 oder 2

sein. Die Dimension ware 1, wenn b, und b, linear abhangig sind. Dies ist bei zwei
Vektoren nur moglich, wenn einer ein Vielfaches vom anderen ist (warum?).

- - 2=-3\]1
Ansatz: b, =A-b, < (2]|-1|-4)=A-(-3]10[2) = | -1=0 |

=4=2 |l

Widerspruch in Il [ 61 und 62 sind lin. unabh. und bilden eine Basis. [0 dim U = 2.

b) d: & =MBA, By = (0]-3|-8)=A;-2|-1|-4)+A,-(-3]0]2) =

022)\1_3)\2 | lHinl 026_3)\2 I' )\2:2
_3=_)\1 I < }\1=3 < )\1=3 O (_:ilDUJ
—8 = AN 2\, Il Ninlll |-8=-12+20,|F  |A, =2

G0 By =M gk A, By = (1]-1]3)=Ay(2]-1[—4)+ A, (3]0]2) =
—1=20 -3\, |1 Hlinl |-1=2-3A\, [ | A, =1
-1= _}\1 I = }\1 =1 = )\1 =1 O 5.2 au
3=—dA +2M, [l Ninll  [3=-4+2x, |0 [A,=35

Gy A=A BkA, b7 = (1]0]0)=Ay2]-1]-4)+ A, (-3]0]2) =
1=20 =3\, |1 Hinl  |1=-8A, |1 |Ap=-3
O:_)\l ” hnd )\120 And )\1:1 |:| 53 DlU
0==dh +20, [l inll |0=2x, fiIr | A, =0

19. Entweder ausfuhrlich mit Gleichungssystem oder direkt mit scharfen Hinsehen findet man:

030 g g (- Or 03 rC

01Q=3 -2 [ 0 Mg, 0 und [O1rC sind linear abhangig.

4-20 (o0 (I (oC [C -2C
- (O

Weiterhin gilt: (LC und L sind lin. unabhangig, da sie nicht Vielfache voneinander sind.
(oL (aC

O UistnichtWund dmU=2



=—2.(1]0]0)+5-(0|1]0)+3-(0|0]1) O 5= OoF

20. a) a
HERN
b=a-(1|0]0)+b-(0|1]0)+c-(0]0]1) 0 B=E§E
b) a=(-2]5[3)=a;-(1]1|)+ax-(1|1]0)+as-(1]0]0) ©
-2=a,+ta, tag| | -2=a,+a,+ag| II'llinl -7 =az|l U3 rc
5=a;+a, Niinll = | 2=a, I = |2=ay 0 a=02¢C
3=al 1 3:al 3=a1 D‘7|:
b=(alblc)=by (1]1]1)+by-(1|1]0)+bs-(1]0]0) e
a=b1+b2+b3 I a=b1+b2 +b3 ”',|”|n| a_b:b3 I _ c C
b=Dby+b, (Hrinll < |b-c=b, I’ < |[b-c =D, O b=0b-cC
C:bl 1l C:bl C:bl @._b[
21. a) Nullsumme: A, B3\, BFA; €30 -
A1+3A2+2)\3:0 | )\1+3)\2+2)\3:0 ||',|||II”|| )\3:0|’
2\ +5), =0|ll Minll < 5\, =o|r -~ [A, =0
)\1 =0[ll )\1 =0 )\1:0

LI die Vektoren sind linear unabhangig. Also bilden sie die Basis eines dreidimen-
sionalen Vektorraums. Da dieser in V liegt, kann er also nur gleich V sein.

b) d=d, B#d, b#d; [E1-

‘02d1+3d2+2d3 | O=d;+3dy+2ds| I Min1 | d=dy |r  D2rC
~1= 2d; +5d, Il Minll = |-1=d, I o |-1=d, | O d=F1r
2=d, [ 2=d, 2=d, O3 C
LI (B[ [2[
Komponenten: 207, -10H und 3 M-
(hC oL oL

22. Wenn zwei Vektoren linear abhangig sind, ist einer ein Vielfaches vom andern. (warum?)
Ein Vergleich der ersten Komponente ergibt, dass der gesuchte Vektor das (— %) -fache

des gegeben ist. Also ister: -2 [by- £ byl +% I
- _ N ~ -1y ~
23. 3E¥50F4EF0 - a=-30OFFC] O azgfg beziiglich der Basis {b; c}
3
- - ~ - L3r o
3@¥5034EF0 - b=-2@E3EEI O b:BfE bezuglich der Basis {&; ¢}
5



